Courbes de Bézier

c) Po(6;2) P1(0;0) P>(0;6) Ps(6;4)

a) C, est défini par la représentation paramétrique :
X1 = fi(t) = 3t2—-6t+3
yi = 0a(t) =4t2—-2t+1
b) C, est défini par la représentation paramétrique :

{

{Xz = fz(t) = 3t2

Vo= Qo(t) = -4t2+6t+3

f,° (1) = 6t

g2’ (t) =-8t+6 Ces deux polynébmes sont du premier degré : leur

ou tel0;1].

ou tef[0;1]

racine est respectivement O%t

On en déduit le tableau des variations conjoin&ds et g,.

t 0 3 1
4
signe defp’ (t) |0 + 9 + 6
2
/ ’
f 27
2 /1_6
0
signe degy’ (t) |6 + 0 - -2
21
/ 4 \
02
3 5

Placer alors le poil deC, associé au parametre

%. On trouveN
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Exercice 1
1.
1 1
a t) = =t2—t+=
) Ro2 (1) 5 + 5
— _¢2 1 _1,
b) Ryo(t) =-t +t+§ , Roo(t) = Et
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La tangente &, en ce poinN a pour vecteur directewr (f,’ ( %) D02 ( %) )

On obtientu (3; 2). Le tracé du vecteur (ou de la tangeniem siéduit)




c) On admet que les courb@set C, sont symétriques par rapport a un axe horizonta
Cet axe est bien sdr la droite&éduationy = 3.
Construire le poinN’ symétrique dé\ par rapport a cet axe de symétrie. Facile
Construire la tangenteG au pointN'. Cette tangente est aussi symétrique par
rapport a la droite’dquationy = 3.

d) Construire enfin les deux tangentes horizontahesxpliquant la méthode utilisée.

Commencons patdrc de courb€,. g,’ (t) Sannule uniquement potir= % De

plusg,’ ( %) est non nul, donc il existe une seule tangentetitale (au poinR

de paramétrf;?1 et de coordonnées cartésien@gs; %1) Par symétrie, la courli&

admet elle aussi une seule tangente horizontale.
Conclusion : La courbe B. Spline admet deux targgehbrizontales eR etR'.

P2

E‘

R
5 =} ./ # -
N

4 2

3
______ < S S SO S

PO
@




Exercice 2
Soit f la fonction définie sur R par

flx)=(x—1)e**

1.
ATaide du développement limité au voisinage de 0 de la fonction expo-
nentielle t — e, donner le développement limité, a I'ordre 3, au voisi-

nage de 0, de la fonction x — e2*,

Il suffit de poset = 2x et de signaler que la limite de& Borsquex tend vers 0 est égale a 0.
2.

En déduire que le développement limité, a I'ordre 3, au voisinage de 0,
de la fonction f est:

flx)==1-x+ %xa +x’e(x)

avec

lime(x)=0
x—0

Il suffit de multiplier la partie réguliere du Dle@® parx—1, puis de supprimer les termes de degré
supérieur ou égal a 4.

3.

En déduire une équation de la tangente T a la courbe C au point d’abs-
cisse 0 et la position relative de C et de T au voisinage de ce point.

Une équation de la tangentelstient avec la partie réguliére du Dlodire 1 de la fonctiof

On a immédiatementT. : y = -1—X.

Pour la position deC par rapport &, il faut considérer le DL trdre 3. En effet, le DL @rdre 2 ne
permet pas de conclure puisque le coefficient duntee de degré 2 est égal a &€ 0).

. .2 . .2 . "
Le coefficientag est égal a . 3 est impair 3 eststrictement positif.

On en déduit que la courbe traverse sa tangenpeiatidabscisse 0. Plus précisément, la courbe est ausidessa tangente
sur un intervalle [@] et au dessous de sa tangente ‘sutetvalle [€;0]
Si vous avez du mal a rédiger ainsi, utilisSekpression "au voisinage de ce point"

4.

Soit a un réel strictement négaiif; On pose

0
Im*]=f fl(x)dx

Démontrer que

a’ Hal
2 4

(On pourra effectuer une intégration par parties.



On posal’(x) = e* etv(x) = Xx—1, ce qui donne par exempléx) = %eZX et nécessairement(x) = 1.

Le calcul est alors immédiat puisqne primitive deuv’ est simple a trouver. Cette primitive peut étre
par exemple%reZX.

S.
a. Calculer la limite de I{a)quand a tend vers —oc.
b. ATaide d'une phrase, donner une interprétation graphique de ce résul-
tat.

7 — 3 l 2 3 200
En développant, on d(a) = 22 oe —Ze .

Le premier terme a pour Iimit€4§ et le troisieme a pour limite 0 (quandend vers®).

. . P . 1 2
Commeae* a pour limite 0 ainsi que* (quanda. tend vers®), on en déduit par produit que; oe  a

pour limite O quand:. tend versoe:

Par somme, on déduit quex) a pour Iimite_z?’quandoc tend versoe.

L’interprétation graphique est qu&ite du domaine compris entréaxe des abscissesade des

ordonnées et la courbe est égagaCe domaine ‘a pas de bord gauche. Il a un bord droit, un bor
supérieur et un bord inférieur &t un calcul de limite qui a permis de calculer sive.

Une facon de’en persuader estudiliser un logiciel et de prendre = -20. Le logiciel affichera comme
aire 0,75 ou une valeur trés voisine. Ci-dessou®ssai avec le logiciel Sinequanoncet -3. On

sapercoit que’aire est déja tres proche de 0,74ntegrale est bien négative puisque la fonction es
négative sur pe;0].
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Intégrale = -0,744428




Probleme

Partie A

On considére’équation difféerentielle  H) y”"—2y'+ y=0, ouy est une fonction de
la variable réelle, définie et deux fois dérivable SBr

1. Résoudre’géquation E).

(E) est une équation différentielle linéaire du selcordre a coefficients constants et sans second
membre.

L’équation caractéristique esE)( r2>-2r+1=0 < (r-1/=0<r=1
L’équation ayant une racine double, la solution gdede E) est :
y(X) = Ae*+ Bxe
2. Déterminer la solution particuliere de)(qui vérifie la condition suivante :
Sa courbe représentative dans un repére, {passe par le poit(0; 2)
On en déduit qug(0)=2 < Ae°+0=2 <A=2
D’ou y(X) = 2e*+ Bxe
Elle admet en ce point une tangente paralléledadise déquationy = X.

(Indications : Le coefficient directeufuhe tangente est donné par le nombre dérivé.
Deux droites sont paralleles lors@lies ont le méme coefficient directeur)

On calcule thbordy'(x).

y'(X) =2e*+Be* + Bxe

Commey’(0) est le coefficient directeur de la tangenta eédurbe au poir&, on en déduit :
y'(0)=1<2+B+0=1<B=-1

Conclusion :y(x)=2e*—xe*

Partie B

On consideére la fonctioihde la variable réelle définie surlintervalle [0; 2] par :
f(x) =(2—x)ex
Soit € sa courbe représentative dans un repere orthqggioralée en annexe.

On pourra remarquer que f est la solution partiénd de 1léquation différentielle (E)
obtenue dans la partie Al suffit de développer pouren assurer.

1. Démontrer que la dérivée flest définie parf '(x) = (1—x)ex

Calcul direct ou on peut utiliser le calcul de larpe (A) y'(x)=2e*+Be* +Bxe; en
remplacan®B par—1.



2. Déterminer les équations des tangent&sraspectivement aux pointg
d’abscisse 0 &%, d’abscisse 2.
Le pointA, est le poinfA de la "partie A". La tangente au pofta donc pour coefficient directeur 1.

L’ordonnée a'brigine est 2 puisque le poiAt a pour abscisse 0.

La tangentd, au pointA, a donc pour équatiqi, : y = X +2.]

La tangentd, au point dabscissé\, a pour équationy = f'(2)(x—2)+f(2)

DoncT,:y=-e((x-2)+0 |T,:y= —e2x+2e?

3. On veut remplacer cette courbgar la courbe de Bézi€r’ associée aux trois points
de définitionA,, P etA, et ayant e\, et A, les mémes tangentes dae

Calculer les valeurs exactes des coordonné®s de
P est le point dntersection des droités etT..

S données vérifient donc | t\{‘é:_x+2 y=X+2
es coordonnées vérifient donc le systéfie . ., . 5 762yt 2e2

La deuxiéme équation a pour unique solution= geii_lz , Soit approximativement 1,523.

2
L’ordonnée y est alors égale gﬂ +2 = de , Soit approximativement 3,523.
e’+1 e’+1
2 2
Condugon:P(ze'_z; e )
e’+1 e’*+1

4. Pour faciliter les calculs, on remplace le pdirgar le point, (g ; gj

On rappelle que la courbe de BéziEp (associée aux points de définitidg A;, A,
est lensemble des poink4(t) tels que :

k=2
OM(t) = D Cht“(1-t)> * OA\ avect €[0; 1].

k=0
a) Vérifier que les coordonnées dg sont des valeurs approchées des
coordonnées dea 10? pres.

On a bien vérifié a la question précédente ¢grredur commise estférieure ou égalea 0,1 pour
chacune des deux coordonnées.

Les coordonnées dA1 sont bien des valeurs approchées des coordode&es 101 pres.

b) En utilisantlinterprétation barycentrique, construire le pdihtle ()

correspondant au parameétre 3 Voir figure

4
c) Soitx(t) ety(t) les coordonnées du poinit(t).

Démontrer quex(t) = 3t—t?

On admettra qug(t) = 2+ 3t —5t2 Simples calculs



d) Etudier les variations des deux fonctiorety définies sur [Q 1].
x'(t)=3-2t y'(t)=3-10¢

Ces deux polynédmes sont du premier degré, avec pamirneg et%.
On en déduit :
X 0 3 1
10
signe dex’ 3 + 2,4 + 1
2
X 08—
0 /
signe dey’ 3 + 0 _ 7
2,45
y
2 0

Calculer les coordonnées du pdide (")ou la tangente est horizontale.

S (0,81; 2,45). Il suffit de tenir compte du tableau qui monque la dérivég’

sannule uniquement potie= 1—30 Il faut préciser de plus qufé(l—‘go) est non nul:

e) Tracer ) sur le graphigue joint en annexe en utilisant telge informations
obtenues dans le probléme.
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